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著名的 Bishop-Phelps定理 ([34])是说每个 Banach空间上的范数可达线性泛函在
其对偶空间中总是稠密的. 以这一定理为出发点发展起来的变分原理(例如 Ekeland变
分原理 ([16, 18])等)及其应用,已经成为许多现代数学与应用数学分支的基石. 50多年
来,它的各种形式的定量化表述也成为一个新的数学研究领域.然而,在“光滑”情形
下的更加精准的论述却没能引起应有的关注.
对此, 本文引入了“球相对光滑”的概念, 并证明了包括所有可分 Banach空间
在内的一类 Banach空间上总成立如下形式的光滑型量化的 Bishop-Phelps-Bolloba´s定
理:
设 X 为一 Banach 空间, 其共轭空间 X 上存在一个严格凸的共轭范数, " > 0,
x0 2 SX , x0 2 SX ,满足 hx0; x0i > 1  "2=4,则存在 x" 2 SX , x" 2 SX ,使得
hx"; x"i = 1; kx" + x0k  "; kx"   x0k  ":
其中 x"是球相对光滑点, x"是范数在该点处的球相对 Gaˆteaux导数.
同时,我们也给出了强光滑型的 Bishop-Phelps-Bolloba´s定理:
设 X 是可分 Banach 空间, 且其对偶空间 X 也是可分空间, " > 0, x0 2 SX ,
x0
 2 SX ,满足 hx0; x0i > 1  "2=4,则存在 x" 2 SX , x" 2 SX ,使得
hx"; x"i = 1; kx" + x0k  "; kx"   x0k  ":



























Master Dissertation of Xiamen University
ABSTRACT
The celebrated Bishop-Phelps theorem ([34]) states that the set of norm attaining func-
tionals on a Banach space is norm dense in the dual space. The variational principles (such
as Ekeland variational principle ([16, 18]) etc.) and its applications based on this theorem
have become the cornerstone of many branches of modern Mathematics and Applied Mathe-
matrics. For more than 50 years, various of its quantitative presentation have become a new
research field of mathematrics. However, the more precise presentation under the situation of
“smoothness”has not aroused the academic attention it deserves yet.
For this reason, we introduce the concept of “relatively smooth point”in this paper,
and then prove a smoothly quantitative version of the Bishop-Phelps-Bolloba´s theorem al-
ways holds in a class of Banach spaces including all separable Banach spaces:
Supposed that X is a Banach space, and there is a strictly convex dual norm on X.
Then for any " > 0, x0 2 SX and x0 2 SX satisfying hx0; x0i > 1   "2=4, there exist
x" 2 SX and x" 2 SX such that
hx"; x"i = 1; kx"   x0k  " and kx"   x0k  ":
where x" is a ball-relative smooth point, and x" is the ball-relative Gaˆteaux derivative of the
norm at x".
We also prove the following strongly smooth Bishop-Phelps-Bolloba´s theorem:
Supposed that X is a separable Banach space, and its dual space X is also a separable
Banach space. Then for any " > 0, x0 2 SX and x0 2 SX satisfying hx0; x0i > 1  "2=4,
then there exist x" 2 SX and x" 2 SX such that
hx"; x"i = 1; kx"   x0k  " and kx"   x0k  ":
where x" is a ball-relative strongly smooth point, and x" is the ball-relative Fre´chet deriva-
tive of the norm at x".
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James([20, 22, 37])定理告诉我们,一个 Banach空间是自反的当且仅当它对偶空间
中的每个连续线性泛函都是范数可达的. 然而,很多经典 Banach空间的例子,如 c0, l1,
C(X)都表明范数可达线性泛函在对偶空间总是稠密的,并称这种范数可达泛函在对
偶空间中稠密的 Banach空间为次自反空间. 自然地,是否每个 Banach空间都具有这种
性质就变成了一个值得研究的问题. Bishop和 Phelps([4])在 1961年用锥方法证明了每
个 Banach空间都是次自反的 (该定理后来也被称为 Bishop-Phelps第二定理 ). 紧接着
在 1963年,他们又用此方法证明了 Banach空间中闭凸子集上的支撑点在它的边界上
都是稠密的 (见[5]),又称 Bishop-Phelps第一定理.
Bishop-Phelps定理有多种形式的推广, 然而, 以“凸”为分界, 可分为“凸”和
“非凸”两类. 五十多年来,它在“凸”推广方面的历史沿革如下:
事实上,早在 1965年, Brøndsted和 Rockafellar([12])就证明了对于 Banach空间 X
上的下半连续真凸函数 f , f 次微分映射的象集 @f(X)在 f 的本性定义域 dom(f )中







接下来, J.M. Borwein([7])在 1982年又进一步给出了 Brøndsted-Rockafellar定理的
统一形式,也可称之为量化的 Brøndsted-Rockafellar定理:
定理 1.1.1: ([7]) 令 f 为一个定义在 Banach 空间 (X; k  k) 上的下半连续真凸函数.
















(i) kx"   x0k 
p
"








(iii) kx"   x0k 
p
"(1 + tkx0k)





另一个研究方向是在局部凸和复 Banach空间的推广. 其中,在局部凸 Banach空间
上的情形, N.Peck在 1971年的文章 [32]中给出了一个完备可度量化局部凸空间 (即
Fre´chet空间 ) X ,在 X 中有一个有界闭凸集,它没有支撑点. 这表明 Bishop-Phelps定
理不能推广到 Fre´chet空间. 另一方面,直到 2000年, Lomonosov([28])证明了 Bishop-
Phelps定理不能推广到一般的复空间. 但 1963年, Lindenstrauss([26])给出了当复空间
是自反的时候 Bishop-Phelps定理仍成立的结论. 1970年 Phelps([29])也证明了当空间
具有 Radon-Nikodym property (简称 RNP )时 Bishop-Phelps定理在复 Banach空间仍
成立的结论.
还有一个方面是 Bishop-Phelps定理在算子值的推广. 1963年, Lindenstrauss([26])
开始研究 Banach空间上中的范数可达线性泛函的稠密性问题,自此,它逐渐成为了泛
函分析中一个经典的研究主题.尤其是, 1977年 Bourgain([11])获得了一个重要结果,
即一个 Banach空间 X 具有 Bishop-Phelps property (简称 BPP )的充分必要条件是它
具有 RNP .
在这儿我们不妨先回顾一下称一个 Banach空间 X 关于 (
;; )具有 RNP :如




gd. 一个 Banach空间具有 BPP :如果对 X 上每个有界闭并且绝对凸子集
C 和每个 Banach空间 Y ,在 C 上 L(X; Y )的达到最大范数的子集在 L(X; Y )中是稠
密的,其中, C 上的最大范数意味着 supfkT (x)k : x 2 Xg. 1978年, Stegall([39])获得了
Bourgain结果的非线性形式的结论:
定理 1.1.2: ([39])令X为一个 Banach具有 RNP , C为X的一个有界闭凸集, f : C  !
R为一个上半连续且有上界的函数,则对 " > 0,存在 x 2 X, kXk < ",使得 f + x
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